ASYMPTOTISCHE UNTERSUCHUNGEN O0BER
CHARAKTERISTISCHE PARAMETER VON SUCHBKUMEN

P.Kirschenhofer und H.Prodinger

Abstract. In Computer Science there are several algorithms which build
search trees using digital properties of the search keys. An important
parameter in the analysis of these data structures is the so-called
pathlength. The average case analysis involves interesting mathemati-
cal methods from the calculus of finite differences and from asympto-
tic analysis. Some of the appearing constants may be evaluated using
properties of modular functions.

1. EINLEITUNG

Eine wichtige Klasse von Algorithmen in der Informatik befaBt sich
mit dem Abspeichern und Aufsuchen von Daten in geeigneten Datenstruk-
turen. Verwendung finden hiebei u.a. sogenannte Digitale Suchbdume,
“Tries"(von "information retrieval"), “"Patricia Tries"(von "Practical
Algorithm To Retrieve Information Coded In Alphanumeric”). Wir werden
im weiteren eine kurze Beschreibung dieser Datenstrukturen vornehmen,
verweisen jedoch fiir eine ausfiihrliche Darstellung, insbesondere der
informatischen Aspekte, auf [ 4 ] und [ 5 ]. Der Schwerpunkt dieser
Arbeit liegt auf der Analyse charakteristischer Parameter dieser
Datenstrukturen mit Hilfe von Methoden der kombinatorischen und
asymptotischen Analysis. (Ein Spezialfall der hier erzielten Resul-
tate wurde in der Arbeit [ 3 ] untersucht.)

Wir betrachten im folgenden Schlissef bzw. deren interne M-dre
Darstellung, d.h. eine (potentiell unendliche) Folge von "Ziffern"
0,1,...,M-1. Als zu Grunde liegendes wahrscheinlichkeitstheoretisches
Modell nehmen wir das der Gleichverteilung.

Unter einem Digitafen Suchbaum verstehen wir einen M-dren Baum,
dessen Knoten die gegebenen Schliissel Al""’AN beinhalten, und der
folgendermaBen aufgebaut wird: A1 wird in der Wurzel abgespeichert;
seien Al""’Ai-l schon abgespeichert, dann wird der Platz fir
Ai = b1b2b3... so gefunden: Man betrachtet den bl-ten Teilbaum der
Wurzel, dann den bz-ten Teilbaum dessen Wurzel, usw., bis zum ersten-

mal ein noch nicht durch einen Schliissel besetzter Knoten auftritt.
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Beispiel fiir M=2:
010...
110...
111...
001...
000...

m o QO w w

Man beachte, daB die Reihenfolge, in der die Schliissel eingetragen
werden, relevant ist!

Fiir die Konstruktion der M-dren Txaies verwendet man im wesent-
lichen dieselbe Idee, nur werden die Daten nur in den Bldttern (End-
knoten) abgespeichert:

Beispiel fiir M=2:

Hier ist die relative Ordnung der Schliissel irrelevant.

Patricia Trnies entstehen aus Tries durch Kompriﬁierung: Falls ein
interner Knoten nur einen einzigen Nachfolger hat, wird er und die
nachfolgende Kante weggelassen; statt dessen wird die Information der
wegfallenden Kante (bzw.die zu liberspringenden Ziffern) an passender
Stelle gemerkt. Es sei angemerkt, daB Patricia Tries in der Literatur
nur fiir den Fall M=2 vorkommen; die gegenstdndliche Verallgemeinerung
erscheint die plausibelste zu sein.

Beispiel fiir M=2 (Fortsetzung von oben):

BEMERKUNG. Im weiteren bezeichnen wir mit [zk]f(z) den Koeffizienten
von z~ in der Potenzreihe f(z).

,,;fn.'
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2. ERZEUGENDE FUNKTIONEN UND ERWARTUNGSWERTE

Ein wichtiger Parameter in der Anwendung der betrachteteh Daten-
strukturen in der Informatik ist die Anzahf der Suchschritte beim er-
folgreichen Aufsuchen eines Schlissels. Diese gewinnt man auf dem Um-
weg lber die Betrachtung der internen bzw. externen Pfadldnge der zu
Grunde liegenden Baume:

Fir Tries bzw. Patricia Tries studiert man die externe Pfadlidnge;
das ist die Summe der Abstdnde aller Endknoten von der Wurzel (ge-
messen in Kanten). Fiir Digitale Suchbdume betrachtet man statt dessen
die interne Pfadlange: das ist die Summe der Abstinde aller Knoten
von der Wurzel.

Die (kumulierte) Anzahl der Suchschritte beim erfolgreichen Auf-
suchen aller Schliissel eines festen Baumes ist dann die jeweils rele-
vante Pfadldnge. Ist der betrachtete Baum aus N Daten entstanden, so
kann die durch N dividierte obige Anzahl als mittlere Anzahl der
Suchschritte bei erfolgreicher Suche gedeutet werden.

Demnach gilt: Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Suchschritte
bei erfolgreicher Suche in irgendeinem aus N Daten entstandenen Baum
ist gleich dem 1/N-fachen des Erwartungswerts der Pfadlinge aller der-
artigen Bdume. Wir betrachten daher im weiteren nur den letzteren Be-
griff.

Im folgenden bezeichne h&T](z) die erzeugende Funktion, deren
Koeffizienten [zk]héT](z) den Erwartungswert der Anzahl der externen
Knoten auf dem Niveau k angibt filir die Familie aller Tries, die aus
N zufdliligen Schliisseln gebildet sind. (Die Wurzel steht auf Niveau
0.)

hgpl(z) bezeichne die analoge erzeugende Funktion fiir Patricia
Tries.

th](z) steht fir Digitale Suchbaume, wobei allerdings an Stelle
der externen Knoten die internen gezihlt werden.

(Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden wir den oberen
Index fortiassen.)

h&(l) gibt dann den Erwartungswert der relevanten Pfadliange an.
Weiters gibt der Ausdruck
" [} 1 2
(1) + hy(1) = g(hy(1))
die Varianz der relevanten Pfadldnge in folgendem Modell an: Anstelle
aller Bdume aus N Daten betrachten wir jetzt nur abstrakte Durch-
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schnittsbdume in deren k-tem Niveau [zk]hN(z) Knoten (intern bzw.
extern) vorhanden sind. Das Studium dieser GroBe wird dem Kapitel 3
vorbehalten sein.

Aus der Definition der Tries ergibt sich folgende Rekursion:
-N N (7] (7]
M ) < > z <? (z)+...+h (z)
ij=N Kyseoosky Ky kM

- N -
Ml Nkzoz<2> nt T (2 (-1)VK, w22, w(Th(z)=0,n{T)(2)-1.

ny' ) (2)

(2.1)

Die Rekursion fiir Patricia Tries ist dhnlich:

N o
' (z) = wt NRZOZ<E> n Pl -V Komt Nz nlPliz), wee,
(2.2)

nPlz) = alPl(z) = 1,

Der Unterschied ergibt sich aus dem Falle,in welchem die Wurzel im
zugrunde liegenden Trie genau einen Nachfolger hat.

Fiir M-dre Digitale Suchbdume erhalten wir die (fir M>2 neue)
Formel

(D] . N\ gk .z
(23 0@ = ] () o1 ol -

Beweis. Seien a(z) und b(z) die erzeugenden Funktionen fiir die An-
zahlen der internen bzw. der externen Knoten auf Niveau k0. Dann gilt
fir jeden festen Baum (und damit auch fiir jede Familie von Bdumen)
offensichtlich der folgende Zusammenhang:

(2.4) b(z) = 1+(Mz-1)a(z)

und daher

(2.5) a(z)+b(§> - a(z)+1+(z-1)a(ﬁ).

Sei nun HN(Z) das Analogon zu hN(z) welches die externen Knoten zdhlt;
dann gilt wegen (2.4)

(2.6) RN(z) = 1+ (Mz-1)h(z).

Da im k-ten Niveau ein externer Knoten mit Wahrscheinlichkeit M'k

auftritt, erhalten wir die folgende Rekursion:

hye1(2) = hy(z) + RN<ﬁ).
Aus (2.6) ergibt sich damit
hN+1(z) = hN(z)+1+(z-1)hN<é>.N20.ho(z)=0

bzw.
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(2.7) Ry, (2) = RN(z)+(Mz-1)RN<§>, N20, y(z)=1.

Durch Iteration von (2.7) erhdlt man

Ry(z) = (2) noo(mitiz-1y,
k20 0<j<k
woraus sich wegen (2.6) die angekiindigte Formel (2.3) ergibt. o

GemdB den einleitenden Bemerkungen wenden wir uns nun dem Studium
der GroBe hﬁ(l), welche den Erwartungswert der relevanten Pfadlange
angibt, zu.

SATZ 1. [ 4 ]
Der Erwartungswert der externen Pfadldnge eines M-iren Tries aus N
Daten mit zufdalligen Schliisseln ist flr Noe,

N<1ogM N+ ng_ﬁ + 1 5[T](logM N)) v 0(1),

wobei v die Eulersche Konstante ist und G[T](x) eine periodische Funk-

tion mit Periode 1 und sehr kleiner Amplitude fiir kleine Werte von M:
(T} B 1 vl 2kmix . _ 2kwi-
) (x) = Tog M kezzk*o o r( (ok)e mit o, = 1+ Tog W ° o

Der Beweis von Satz 1 wird von Knuth mit Hilfe der Mellin-Trans-
formation gefiihrt; wir wollen in dieser Arbeit jedoch eine andere,
auf Rice zuriickgehende, Beweistechnik verwenden. Diese hat sich be-
reits in [ 2 ] als vorteilhaft erwiesen.

SATZ 2. Der Erwartungswert der externen Pfadldnge eines M-dren
Patricia Tries aus N Daten mit zufdlligen Schliisseln ist fiir N+w

N(logM N+ oy + TH%_H - % + G[T](logM N+AM» + 0(1)

mit 6[T](x) aus Satz 1 und by = logy(M-1).

Beweis. Aus (2.2) ergibt sich wegen hN(l)

' 1-N NY, N-k 1-N
hy(1) = N+M k£0<k)hk(1)(m-1) - MTTVN.

1]
=

Wir setzen
R(Z) = 2 h&(l) N—r sowie V(Z) = e R(z) = z VN NT -
N20 : :

Dann erhalten wir
z(1l-
R(z) = z(eZ-1)+Me N R(Z) - M F(e2/M-1)

bzw.
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und daher (N22)
VN = ‘N(l' M')

NN =i
MN—I']. ’ VO

Damit ist (Nz22)

hy(1) = k£2<2> v = k£2<c> k'(-})k(Millk—l

wk=1.q
Zur asymptotischen Auswertung dieses Ausdrucks bedienen wir uns des
folgenden Lemmas:

LEMMA 3.(6] Sei ¥ eine Kurve, die die Punkte 2,...,N in € um-
schlieBt, und sei f(z) analytisch im Inneren und stetig am Rand von .
Dann gilt:

1 (M

= j~[N;z]f(z)dz,

k=2
€
mit der Abkiirzung
N-1
o1 - (=1)VTN
(N2 = STz o
Sei nun
-1
z(M-1)7%
f(z) = E§:T-%-— :

Durch Anwendung des Lemmas und Ausdehnung des Integrationswegs auf
die linke Seite der Geraden Re z = 1 (vgl.[ 2 ] fiir technische Einzel-
heiten) erhalten wir:

h&(l) " kél Res([N;z])f(z);z = mk).

Zur Berechnung der Residuen miissen wir die lokalen Entwicklungen
von [N;z]f(z) um die Pole 09 = 1(zweifach) und Ops k¥0(einfach) be-
stimmen. Dazu verwenden wir:

Mit u = z-1, L = Tog M, L' = log(M-1) gilt:

(Niz)n B (1+u(Hy -D)+u?(1-Hy_ + 3 W2+ 3 H&?{»

% und Hﬁz) = ] %2 bezeichnen Harmonische Zahlen

Ho =
(2.8) "N 1<k<N

1<ks<N
1. bzw. 2.0rdnung.
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Z ~ 1l+u

2
(2.8) (M-1)2"1 o Leulte g L2

2
1 1 < lu . L 2>
A l1- =— + — u
M2 o1 Lu 2 12

Daher ist

Res([N;z]f(z);z=1) = % (HN-1+L'- %).

(Beim Studium der Varianz werden wir die Terme htherer Ordnung der
| obigen Entwicklungen verwenden.)

§ Mit u = Z-0, k#0 gilt

[N5z]WN (T (=0 ) +u(-T" (-0, )+T (-0} ) +Tog N))
(2.9) 2 ™ okt

L' .
e2kmi

| M-1)271 o el (1+L'u)
l 1 11
| e e
1 METlor L 2
|
§ Daher ist fiir k20
§ oy L 2kni
; Res([N;z]f(z)sz=0 ) = N "T(-0 )o, e T

2kxi(logy N+ L)

1

% ri(-mk) e

BEMERKUNG. Im Falle M=2 gilt fiir die Erwartungswerte (exakt!)

(Pl _ ([T]_y.
EN = EN N3

fiir allgemeines M22 gilt nach den Sdtzen 1 und 2

eV = T ERimery - M+ o)

sowie

et = T -n-a)-n (st T (logy M)-s1T (10gy, Neny)) + 0(1).

SATZ 4. Der Erwartungswert der internen Pfadldnge eines M-dren
Digitalen Suchbaums aus N Daten mit zufdlligen Schliisseln ist

N( Togy N+ T%%lﬂ + % - a4 6[0](109M N» + 0(N1/2)
mit
1 [D] 1 2kwix
a = und 6" '(x) = 1 TI(-wo.)e .
kgl wko1 — log M keZ,k#0 = K

Beweis. Aus (2.3) ergibt sich durch Differentiation
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N k 1
hy(l) = ] < ) (-1) n <1- -q> )
N kz2 \K 1<j<k-2 M
die weitere Beweisfiihrung kann daher in vélliger Analogie zum Fall M=2
in [2] erfolgen. o

3. VARIANZEN

GemdB unserer einfiihrenden Bemerkungen werden wir nun den Ausdruck
y . 1( 2
hi(1) + (1) - & (ha(D))

fiir die 3 Datenstrukturen untersuchen.

SATZ 5. Die Varianz der externen Pfadldnge eines M-dren Tries aus N

Daten mit zufdlligen Schliisseln ist fiir N+« asymptotisch gleich

2
N</I% + —"— + olT(10g, N»

6 1og°M
mit der periodischen Funktion
(7] 2 . 2kmix_, [T1,, 1,2
o (x) = —E T (1m0 )0, (-0 ) -vepr(-ep)) 2K TX- (51T (x)) "
Tog®M k%0 k® Tk SO
Beweis. Wir verwenden die folgenden erzeugenden Funktionen:
R(z) = ] hi(1) Iy
z) = h, s
nso N0 NT
S(z) = ] hy(1) 2
z) = he(l .
Nzo N NT
V(z) = e %R(z) = J v 2
nzo N NT
' -2 N
W(z) = e “S(z) = ] Wy T -
N20 :

Aus der Rekursion (2.1) erhalten wir

he(1) = wi7N oy (E>(M-1)N'k(h;(1)+2h&(1)), N20

k>0
und daher
1 1
' z(1- ) z(1- §)
su)=|ms@>e W +2WR@>e M
bzw.

Da andererseits

V(z) = M.v(ﬁ) + z(1-e7 %)
ist, folgt

TR

PRI YEE g
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N
_ Neo(-1 = =
vy ® IjﬁT:ﬁ— » N22, vy = vy = 0.
Also ergibt sich
1-N N
2.M eN-(-1)
W, = s N22, wya = w, =0

und daher (N22)
1-k

N k 2M ok
h*(l) = -1
n(1) k;2<k) PO 3%

Nach Anwendung von Lemma 3 erhalten wir

h'(l) ~ R (N;z]f yZ=0
W1 ] Res((N:21F(2)i2m0y)

mit
1-z
2-M 2
f(z) = — .
(1-u17%)2

Wir haben die Pole mo—l(dre1fach) und o, = 1+ %ﬁlln »k#0(doppelt).

Zur Berechnung der Residuen verwenden wir die 1oka1en Entwicklungen
(2.8) und (2.9) und erha]ten (mit L = Tog M)

" N 2 2
ni(1) v = (g _ye +#{2))- A
2

2kwi logy N
+ —% 20 (r(-wk)+mk(-r'(—ok)+r(-mk)log ND e M s

woraus sich das Ergebnis unter Anwendung des asymptotischen Kquiva-
lents der Harmonischen Zahlen, sowie des asymptotischen Aquivalents
von h&(l) (vergleiche Satz 1), ergibt. o

SATZ 6. Die Varianz der externen Pfadldnge eines M-dren Patricia Tries
aus N Daten mit zufdlligen Schliisseln ist fiir N+=» asymptotisch gleich

T2 °9 6 1092M M M
mit der periodischen Funktion
(P] _ (T] _ 2 _ . 2kwix
g (X) =0 (X) Tb—g—M kZO okI‘( u)k) (AM+Ek)e ’
n-1 2kwi
wobei u = ill%___ » by = Togy(M-1) und g, = ) Tog ™ n1
nzl n(M"-1) nzl n MT-1

Beweis. Wir verwenden wieder die (analogen) erzeugenden Funktionen
und erhalten aus Rekursion (2. 2)

W(z) = M.w<§> + 2M (1 e-z(l- M)> v(&) .
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.

Aus dem Beweis von Satz 2 wissen wir

NNt
v =
N MN“l_l

’ NZZ, VO=V1 =0,

sodaB (N22)
Coan(-DN-1)N Y an-1)Nm-1)NL N-1) 1
b N-1 .2 ) N-1 n /) anq
(vN-1oq) mN-1-4 ns1 MN-1
Damit ist

hi(1) = k£2< ﬁ) Wy s

und Lemma 3 kann angewendet werden mit

-1 z-1
_ 2z(M-1)% 2z(M-1) z-1 1
f2) = mTIyZ TwrIn n§1 < n )

M"-1
Wir verwenden wieder die lokalen Entwicklungen (2.8) und

n-1
<Z'1> —L oy £ ey o= z-1 s 0.

n1 "M nzl n(M"-1)"

Damit ergibt sich
Res([N;z}f(z);z=1) =

[} 1 |2 2 L 1
N( (logy N)Z+p XZLFL Togy N+ 2yL L 2+Y LA R R & %
L L L
n-1
- 2.y LLLL__.>
L 31 n(M"-1)
Nun verwenden wir die lokalen Entwicklungen (2.9) und

2kni

z-1 1 Tog M 1
N n. ) n n =iy

n>1 MT-1 n>1 MU-1

Damit erhalten wir

Res([N;z]f(z);z=ok) =

2N%':%G%'Qk)+°k('r'(-mk)+r(-0k)]°g Nﬁ

2kni(logy N+a,)
- % o T(-0 ) (1+g,) ge M M

mit ay = L'/L = logy(M-1).

Die Summe der Residuen ergibt nun das asymptotische Aquivalent fiir
hﬁ(l); die Varianz h§(1)+h&(l)- %'(hﬁ(l))2 ergibt sich nun durch Kom-

bination mit Satz 2.
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SATZ 7. Die Varianz der internen Pfadldnge eines M-dren Digitalen

Suchbaumes aus N Daten mit zufdlligen Schliisseln ist fiir N+e asymp-
totisch gleich

2

N<T% 'S 1:g2M ' 1o;2M L °[D](]°9M Nb
mit
e ] e [ —py
k31 MK-1 ksl (Mk-1)
und
o[D](X)w= T;ifﬁ A (-r'(-ok)+(1-7)r(-ok)>e2k"1x-(G[D](x))z.

Beweis. In (2.3) haben wir bewiesen:

hy(2) = kgo (kfl)(-1)k n (1- -£> :

0<j<k MJ
h&(l) wurde bereits in Satz 4 behandelt.

Nach kurzer Rechnung ergibt sich

" - N - k"‘l . -
hi(1) = zkgz(k>< D%l q_, - T(k-2)

mit
- Q(lz
W
wobei
Z
Q(z) = jgl (1 ﬁj>
und
T(K) = 1.
1sjsk MI-1

Zur asymptotischen Auswertung von hﬁ(l) verwenden wir wieder

Lemma 3 mit
f(z) = -2 =L . 1(z2-2),

Q(M )
wobei
1
jgl MZtJ_q

—
o~
N
e
i]
o]

]

Q‘= k§1 EF%I>'

Wir bestimmen zundchst die lokale Entwicklung fiir u = z-1 » 0:

1 1

1
= . n .
R T O I B
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Ist nun
1
F(u) = 1 s
() k21 I T (u)
so gilt
F'(a - fk(a)
a ks1 I Ty (@)

sowie nach kurzer Rechnung
] 2 "
F'(a . <F| a >2 . z (fk(a) ) . z fk(a)
a a ks1 MF(@) ks1 1T (@)

Wenden wir das mit

f (u) = mou-k
an, erhalten wir
£ L,
sowie
F“ 0 = L2(Q2+G+B)
mit L = Tog M, a = J —Fl— s B = ) —_FL__Z .
k>1 M -1 k=1 (M"-1)

DemgemdB ergibt sich fiir u-+0
—QL%%— Al - Leaeu + % . Lz'(a2+a+ﬁ)u2.
Q(M )
AuBerdem haben wir
1 1 ( 1 1,2 2>
" . 1+ Leu+ L"eu s
1-M"Y L.y z 12
sodaB

o2
Q1) . 1 1) . 1 1 L2 2. 1\ 2
Q(M'S+%;'- 1-my Q(SS”% "l <1+L<7 'a> ur g-{atses 3>u > '

Nun wenden wir uns der lokalen Entwicklung von T(u-1) fiir u+0 zu:

2
1 1 1 L L% 2
T(u-1) = - + a - N — (1- U + u )
MY-1 kgl MUK Leu Y
k
1 M 1.1 1
+a-] + L ] cu = - + % + L(- +a+gu.
k31 MF-1 k51 (MK-1)2 Lu ™ Z I2

Damit erhalten wir insgesamt
Res([N;z]lf(z);z=1) =

2
a8 1. a.. 1 (. 1.2 .1 ,(2)
2N<\g? 7712t T(L-Hpag)+ 2 (1 Hy-1+ ZHN-1t 2 HN-1>> '

Nun schreiten wir zu den lokalen Entwicklungen fiir u = z-0) *+ 0:

[ —

O

g o
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Q(1) - (1)

Q(M'U'Zkﬂi/L) Q(M‘U) ~1- LPG'U,

11 .1 <1 , Lu >
l_M‘U‘Zk!‘l/L l_M-u L-U —2

T(z-2) = T(u-1+ 3%li> = T(u-l) vty

Also ergibt sich
Y Res([N;z1f(z);52=0,)
k#0

| 2N (
) = log Ner(-ew,)-r'(-0,)-Lal'({-o ))-
ks0 LZ k k k
2kri logyN .
= 2N(logy N-a)s' Pl (Togy N) - B} T r'(-up)e M.
L® k40

Durch Kombination dieser Resultate ergibt sich die Behauptung.

4. EINIGE NUMERISCHE AUSWERTUNGEN

Wir geben noch einmal eine iibersichtliche Darstellung der er-
Zielten Ergebnisse und analysieren einige der auftretenden Konstanten
e genauer.

1. Erwartungswerte

1
N EN - 1ogM N ~

|

i T : % + % + G[T](logM N)

E P : % - % + Ayt G[T](logM N + AM)
; D : % + % - % - a + GFD](logM N),

wobei y die Eulersche Konstante, L = log M, ay = 1ogM(M-1) und

Vernachldssigt man die periodischen Fluktuationen, so ergeben
diese GroBen fir M= jeweils den Wert %. Wir geben im folgenden die
Werte fir M = 2,...,5 an:

l M=2 | M=3 | M=4 M=5
T| 1,33275 1,02540 0,91637 0,85864
P| 0,33275 0,65633 0,70885 0,72000
D|-1,71664 | -0,56699 -0,22607 -0,06442

|
3
!
i
l
i
|
l
v
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2. Varianzen

1
NN
T 1, 2 + [T](lo N)
27 32 o In
1. «%2 2 (P
P s+ g:? -—u+o (logy N + by)
D : -1+ x R [D](lo N)
gzt et o
wobei
Lyn-1
-1)" 1
H=2‘£——)——Uﬂd5=2 .
n21 n(M"-1) n>1 (M"-1)2

Vernachlissigt man die periodischen Fluktuationen, so ergeben

diese GroBen fiir M+= jeweils den Wert T%' Wir geben im folgenden die
Werte fir M = 2,...,5 an.

| M2 | M=3 M=4 | m=5
T | 3,50705 1,44622 0,93926 0,71837
P | 1,00000 0,63093 0,50000 0,43068
D | 2,84438 1,32532 0,92268 0,73839

Zur numerischen Auswertung von u bzw. a+p (fir kieine Werte von M)
verwenden wir die folgenden Identititen, welche in einer nachfolgenden
gemeinsam mit J.SchoiBengeier verfaBten Note unter Ausniitzung von
Eigenschaften der Dedekindschen n-Funktion [1] hergeleitet werden:

Bezeichnet

-1 k-1
Fx) kgl k(e¥*-1)
sodaB
u = f(log M),
dann gilt:

f = x - lygg 24 % f 2v°
(x) = 175 - 7 109 77 X

Bezeichne weiters

) fiir alle x>0.

kx
h = e ,
(x) k£1 (eEx-1)7

sodafB

a+B h(log M),
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dann gilt:

(1]
(2]
(3]

(4]
[5]

(6]

. h<4"2> fiir alle x>0
X2\ x

n
H |-

h(x) = "2 -1y
2;7 2x
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