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Abstract . In Computer Science there are several algorithms which build
search trees using digital properties of the search keys . An important
parameter in the analysis of these data structures is the so-called
pathlength . The average case analysis involves interesting mathemati-
cal methods from the calculus of finite differences and from asympto-
tic analysis . Some of the appearing constants may be evaluated using
properties of modular functions .

1 . EINLEITUNG

Eine wichtige Klasse von Algorithmen in der Informatik befaBt sich

mit dem Abspeichern and Aufsuchen von Daten in geeigneten Datenstruk-

turen . Verwendung finden hiebei u .a . sogenannte Digitale Suchbaume,

"Tries"(von "information ret Leval"), "Patricia Tries"(von "Practical

Algorithm To Retrieve I nformation C oded In Alphanumeric") . Wir werden

im weiteren eine kurze Beschreibung dieser Datenstrukturen vornehmen,

verweisen jedoch fur eine ausfUhrliche Darstellung, insbesondere der

informatischen Aspekte, auf [ 4 1 and [ 5 ] . Der Schwerpunkt dieser

Arbeit liegt auf der Analyse charakteristischer Parameter dieser

Datenstrukturen mit Hilfe von Methoden der kombinatorischen and

asymptotischen Analysis . (Ein Spezialfall der hier erzielten Resul-

tate wurde in der Arbeit [ 3 1 untersucht .)

Wir betrachten im folgenden SchtuebeL bzw . deren interne M-are

Darstellung, d .h . eine (potentiell unendliche) Folge von "Ziffern"

0,1, . . .,M-1 . Als zu Grunde liegendes wahrscheinlichkeitstheoretisches

Modell nehmen wir das der Gleichverteilung .

Unter einem V gitaLen Suchbaum verstehen wir einen M-wren Baum,

dessen Knoten die gegebenen SchlUssel A l	AN beinhalten, and der

folgendermalen aufgebaut wird : A 1 wird in der Wurzel abgespeichert ;

seien A 1 , . . . 9A i-1
schon abgespeichert, dann wird der Platz fur

A i = b 1 b 2 b 3 . . . so gefunden : Man betrachtet den b 1 -ten Teilbaum der

Wurzel, dann den b 2 -ten Teilbaum dessen Wurzel, usw ., bis zum ersten-

mal ein noch nicht durch einen SchlUssel besetzter Knoten auftritt .



Beispiel fur M=2 :

A . 010 . . .

• : 110 . . .

C . 111 . . .

• . 001 . . .

•

	

000 . . .
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Man beachte, daB die Reihenfolge, in der die SchlUssel eingetragen
werden, relevant 1st!

Fur die Konstruktion der M-wren TnALee verwendet man im wesent-
lichen dieselbe Idee, nur werden die Daten nur in den Blattern (End-
knoten) abgespeichert :

Beispiel fUr M=2 :

n

Hier ist die relative Ordnung der SchlUssel irrelevant .

Pa.t1LLcia T'4 ea entstehen aus Tries durch Komprimi erung : Falls ei n
interner Knoten nur einen einzigen Nachfolger hat, wird er and die
nachfolgende Kante weggelassen ; statt dessen wird die Information der
wegfallenden Kante (bzw .die zu Uberspringenden Ziffern) an passender
Stelle gemerkt . Es sei angemerkt, daD Patricia Tries in der Literatur
nur fur den Fall M=2 vorkommen ; die gegenstandliche Verallgemeinerung
erscheint die plausibelste zu sein .

Beispiel fur M=2 (Fortsetzung von oben) :

n
n Ca

E
11

BEMERKUNG . Im weiteren bezeichnen wir mit [z]f(z) den Koeffizienten
von z k in der Potenzreihe f(z) .



I

95

2 . ERZEUGENDE FUNKTIONEN UND ERWARTUNGSWERTE

Ein wichtiger Parameter in der Anwendung der betrachteteh Daten-
strukturen in der Informatik ist die AnzahZ den Suchachntit.e beim er-
folgreichen Aufsuchen eines Schlussels . Diese gewinnt man auf dem Um-
weg Uber die Betrachtung der Lntennen bzw . exxennen Pfadlange der zu
Grunde liegenden Baume :

Fur Tries bzw . Patricia Tries studiert man die externe Pfadlange ;
das ist die Summe der Abstande aller Endknoten von der Wurzel (ge-
messen in Kanten) . Fur Digitale Suchbaume betrachtet man statt dessen
die interne Pfadlange : das 1st die Summe der Abstande aller Knoten
von der Wurzel .

Die (kumulierte) Anzahl der Suchschritte beim erfolgreichen Auf-
suchen aller Schlussel eines festen Baumes ist dann die jeweils rele-
vante Pfadlange . Ist der betrachtete Baum aus N Daten entstanden, so
kann die durch N dividierte obige Anzahl als mittlere Anzahl der
Suchschritte bei erfolgreicher Suche gedeutet werden .

Demnach gilt : Der Erwartungswert fur die Anzahl der Suchschritte
bei erfolgreicher Suche in irgendeinem aus N Daten entstandenen Baum
1st gleich dem 1/N-fachen des Erwartungswerts der Pfadlange aller der-
artigen Baume . Wir betrachten daher im weiteren nur den letzteren Be-
griff .

Im folgenden bezeichne hN T1 (z) die erzeugende Funktion, deren
Koeffizienten [z k ]hN T] (z) den Erwartungswert der Anzahl der externen
Knoten auf dem Niveau k angibt fur die Familie aller Tries, die aus
N zufalligen Schlusseln gebildet sind . (Die Wurzel steht auf Niveau
0 .)

hN P] (z) bezeichne die analoge erzeugende Funktion fur Patricia
Tries .

h [D '(z) steht fur Digitale Suchbaume, wobei allerdings an Stelle
der externen Knoten die internen gezahlt werden .

(Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden wir den oberen
Index fortlassen .)

hN(1) gibt dann den Erwartungswert der relevanten Pfadlange an .

Weiters gibt der Ausdruck

hN(1) + hN(1) - 1 (hN(1)) 2

die Vanianz der relevanten Pfadlange in folgenden Modell an : Anstelle
aller Baume aus N Daten betrachten wir jetzt nur abstnak.e Dutch-



echni.t-tabaume in deren k-tem Niveau [z k ]h N (z) Knoten (intern bzw .
extern) vorhanden sind . Das Studium dieser Grof3e wird dem Kapitel 3

vorbehalten sein .

Aus der Definition der Tries ergibt sich folgende Rekursion :

bzw .

Die Rekursion fur Patricia Tries 1st ahnlich :

hNP](z) = M1-N
N z(k) h 1p] (M-1) N-k _ M 1-N (z-1)hN P] (z), N?2,

k=0
(2 .2)

h0 P] (z) = h1 P] (z) = 1 .

Der Unterschied ergibt sich aus dem Falle,in welchem die Wurzel im
zugrunde liegenden Trie genau einen Nachfolger hat .

Fur M-are Digitale Suchbaume erhalten wir die (fur M>2 neue
Formel

(2 .3) h N D](z) _

	

(k+1) (-1) k

	

rf
kZO

	

0<_j<k

	

MJ

Beweis . Seien a(z) und b(z) die erzeugenden Funktionen fur die An-
zahlen der internen bzw . der externen Knoten auf Niveau k>:O . Dann gilt
fur jeden festen Baum (und damit auch fur jede Familie von Baumen)
offensichtlich der folgende Zusammenhang :

(2 .4)

	

b(z) = 1+(Mz-1)a(z)

und daher

(2 .5)

	

a(z)+b(IZ) = a(z)+1+(z-1)a(

Sei nun hN (z) das Analogon zu h N (z) welches die externen Knoten zahlt ;
dann gilt wegen (2 .4)

(2 .6)

	

N(z) = 1 + (Mz-l)hN(z) .

Da im k-ten Niveau ein externer Knoten mit Wahrscheinlichkeit M -k
auftritt, erhalten wir die folgende Rekursion :

hN+l(z) = h N (z) + hN (M) .
Aus (2 .6) ergibt sich damit

= hN(z)+1+(z-1)hN( ),N~O,h0(z)=Oh N+l (z)

h [T]N

	

(z)
= M NEk~=N

(k 1j .N
.,kM )

J

M 1-N k I O z ( k) hM (z)(M-1)N-k, N>_2, h[T](z)=O,h[T](z)=1 .
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Z
C
h [T] (z)+ . . .+h[T](z)

1

	

M
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(2 .7) hN+1(z) = hN(z)+(Mz-1)hN(M), NzO, h 0 (z)=1 .

Durch Iteration von (2 .7) erhalt man

hN(z)

	

(k )

	

ri

	

(Ml -j
z-1),

k>_O

	

Osj<k

woraus sich wegen (2 .6) die angekUndigte Formel (2 .3) ergibt .

	

o

Gema(3 den einleitenden Bemerkungen wenden wir uns nun dem Studium

der Grole Y1), welche den Erwartungswert der relevanten Pfadlange

angibt, zu .

SATZ 1 . [ 4 ]

Der Erwartungswert der externen Pfadlange eines M-aren Tries aus N

Daten mit zufalligen SchlUsseln ist fur N+.. .

N(log M N + o~ gM + 1 + 6 [T] (log M N)) + 0(1),

wobei Y die Eulersche Konstante ist and 6(T] (x) eine periodische Funk-

tion mit Periode 1 and sehr kleiner Amplitude fur kleine Werte von M :

6 [17] (x ) =

	

1

	

G),r(-W )e2knix mit

	

= 1+ 2kni

	

_

	

o

Tog
R kEZ, k*O k

	

k

	

k

	

Tog-9

Der Bewei s von Satz 1 w .i rd von Knuth mi t Hi l fe der Me.Z .e.Ln-Tnane-

bo )tmatLon gefuhrt ; wir wollen in dieser Arbeit jedoch eine andere,

auf Rice zuruckgehende, Beweistechnik verwenden . Diese hat sich be-

reits in [ 2 ] als vorteilhaft erwiesen .

SATZ 2 . Der Erwartungswert der externen Pfadlange eines M-aren

Patricia Tries aus N Daten mit zufalligen Schlusseln ist fur

N(logM N + AM + log M

	

2 + 6 [T] (log M N+AM )) + 0(1)

mit 6 [17] (x) aus Satz 1 and AM = log M (M-1) .

Beweis . Aus (2 .2) ergibt sich wegen h N (1)=N

h'(1) = N+M1-N i IN )h(l)(Ml) N-k

	

k-- M1-N, N .
k>_0

Wir setzen
N

R(z) = I hN(1) z sowie V(z) _
N>_0

Dann erhalten wir

	

1
z(1-

	

)
R(z) = z(e z -1)+Me

	

R(Z) - M

bzw .

e -z R(z) = I v N
N>_0

z (e z/M-1)

z N

N-•w



V(z) = z(1-e -z ) + M •V ( )

-z(1- ~))
z 1-e

	

+

and daher (N?2)

v N

N(-1~N (M-1)
N-1

M N-1_ 1 ; v 0
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+
M1-NV

N

Damit 1st (N2-2)

h'(1) _

	

(N)
v

	

=

	

( N) k •( -l~k(M-1)k-1
N

	

k~2
k

	

k
-

k>2 k

	

Mk- -1

Zur asymptotischen Auswertung dieses Ausdrucks bedienen

folgenden Lemmas :

LEMMA 3 .[6]

	

Sei 'e eine Kurve, die die Punkte 2, . . .,N in ( um-

schlieBt, and sei f(z) analytisch im Inneren

Dann gilt :

k 2 (k) ( ) k f(k) _ 1 f [N ;z]f(z)dz,

e
mit der AbkUrzung

[N ' z] = z(z-1 ;N . .(z-N)

Sei nun

f(z) = z(M-1)
z-1

M z-1 -1

Durch Anwendung des Lemmas and Ausdehnung des Integrationswegs auf

die linke Seite der Geraden Re z = 1 (vgl .[ 2 ] fur technische Einzel-

heiten) erhalten wir :

h1(1) -.

	

I

	

Res([N ;z]f(z) ;z
k E7L

Zur Berechnung der Residuen mussen wir die lokalen Entwicklungen

von [N ;z]f(z) um die Pole w0 = 1(zweifach) and w k , k*O(einfach) be-

stimmen . Dazu verwenden wir :

Mit u = z-1, L = log M, L' = log(M-1) gilt :

[N ;z]ti u (l+u(HN_i_l)+u2(1_HN_l+ - H N-1 + . H N-1 ))

H

	

. and H (2) =

	

1

	

i s-(2 .8) N

	

1Sk5N

	

N

	

15kSN k

1 . bzw . 2 .Ordnung .

wir uns des

and stetig am Rand von 1e .

bezeichnen Hanmon..ache Zahlen

a



z -. 1+u

	

2

(2 .8)
(M-1) z-1 % 1+uL'+

.-
L '2

1

	

ti 1
C1

_ Lu + L2 U 2

M z -1

	

Lu

	

2

	

12

Daher 1st

Res([N ;z]f(z) ;z=1) =
t

(H N _ 1 +L'- i) .

(Beim Studium der Varianz werden wir die Terme hoherer Ordnung der

obigen Entwicklungen verwenden .)

Mit u = z-w k , k*O gilt

[N ;z]tiN wk (r.(-cj k )+u(-r'(-ca k )+r(-w k ) •l og N))

(2 .9) z ti w k+u

(M-1 ) z-1

	1		1

	

1

Mz-1 -1

	

Lu

	

2

Daher 1st fur k*O

Res([N ;z]f(z) ;z=c)k) = N ~ kr(- `ak )w k

= t ca k r(-c, k ) e

BEMERKUNG . Im Falle M=2 gilt fur die Erwartungswerte (exakt!)

E [P] - E [T] -N ;
N

	

N

fur allgemeines M>_2 gilt nach den SStzen 1 and 2

E N P] _ ~
1

EN(M-1) - N + 0(1)

Bowie

EN P] = ENT]_N(1-oM )-N(6 [T] (log M N) - d [T] (logM N+AM)) + 0(1) .

SATZ 4 . Der Erwartungswert der internen Pfadlange eines M-aren

Digitalen Suchbaums aus N Daten mit zufalligen Schlisseln 1st

N( log M N+ l o9 1 M +
1 - a + 6 [D] (log M N)) + 0(N 1/2 )

mi

	

/
t

a=

	

L

	

and 6 (D] (x) =

	

1

	

L

	

r( _wk)e 2krix .

k2:1 Mk 1

	

log M kEZ,k*O

Beweis . Aus (2 .3) ergibt sich durch Differentiation

L •2 k,ri
ti et

	

(1+L'u)
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_~ 2k,ri

	

1

e

	

• L

2k,ri (logM N+ L,
)

0



hN(1) _

	

(k) (-1) k

	

TT

kz2

	

1<_j<_k-2

	

M

die weitere Beweisfuhrung kann daher in volliger Analogie zum Fall M=2
in [2] erfolgen .

3 . VARIANZEN

GemaI unserer einfUhrenden Bemerkungen werden wir nun den Ausdruck

hN(1) + hN(1) - R(hN(1)) 2

fur die 3 Datenstrukturen untersuchen .

SATZ 5 . Die Varianz der externen Pfadlange eines M-wren Tries aus N
Daten mit zufalligen Schlisseln ist fur N-•o• asymptotisch lg eich

2
N( 1 +	n 2 + a [T] (log M N)12

		

)
6 log M

mit der periodischen Funktion
Q[Tl(x)

	

1

	

k*0 (r(-wk)-c)kr'(-"k) Y"kr(-c'k)) •e 2k,rix_(d[T](x))2 •
9

Beweis . Wir verwenden die folgenden erzeugenden Funktionen :

N
=

N~0
h'(1) --

S(z) =
NI0

h"(1) N ,
N

V(z) = e -z R(z) _

	

vN N ,N>_0

and

Da

1st, folgt

R(z)

W(z)

1 00

N

e_zS(z)

	

NI0 wN
NT

Aus der Rekursion (2 .1) erhalten wir
hN(1) = M1-N

	

(k)(M-1)N-k(hk(1)+2hk(1)), N?O

daher

Z(1- 'R )S(z) = M •S (1~) ez

	

+ 2M •R (1zz ) e

bzw .
W(z) = M •W ( z

) + 2M-V(M)

andererseits

V(z) = M •V (7) + z(1-e-z )

k>0(,

0



v N =
N •( -l)N

	

N2:2, v 0 = v l = 0 .
1-M

Also ergibt sich

	 2 .M
1- N . N .(_l)N

wN

	

(1-M 1-N ) 2

	

Nz2, w0 = w l = 0

and daher (Nz2)

hN(1) _

1 01

(N

	

k

	

2 •M 1-k .k

kz2 k)
(-I)

	

(1-M
1-k ) 2

Nach Anwendung von Lemma 3 erhalten wir

hN(1) ti k E$Res([N ;zlf(z) ;z=wk)

mit
f(z) = 2 .M 1-z . z

(1-M1-z ) 2

Wir haben die Pole c 0 =l(dreifach) and

Zur Berechnung der Residuen verwenden wir

~ k = 1+T g M k 0(doppelt) .

die lokalen Entwicklungen

(2 .8) and (2 .9) and erhalten (mit L = log M)

hN(1) ti N
(HN-1+HN2))_ N

L

	

6

2kwi log M

+ 2N k*0 (r(-k)+k(-r'(-k)+r(-k)1og

	

(JG)wc)N)) e

	

M

woraus sich das Ergebnis unter Anwendung des asymptotischen Aquiva-

lents der Harmonischen Zahlen, sowie des asymptotischen Aquivalents

von hN(1) (vergleiche Satz 1), ergibt .

SATZ 6 . Die Varianz der externen Pfadlange eines M-wren Patricia Tries

aus N Daten mit zufalligen SchlUsseln 1st fur N-- asymptotisch lg eich

N( - 099 µ+	
2

	 n 2 + o [Pl (log M N+oM ))
6 log M

mit der periodischen Funktion

a

	

(x) - Q[T1(x)- log M k*0
(a k r(-G) k ) • ( A M +& k

)e2k,rix ~

2k,ri

wobei µ =

	

(_,)n-1 , oM = log M (M-1) and ~k =

	

°R

	

n 1 . .
nil n(M -1)

	

n>_1 n / Mn-1

Beweis . Wir verwenden

and erhalten aus Rekursion (2 .2) 1
z

	

14 )\
W(z) = M •W () + 2M (1-e-z (1-

wieder die (analogen) erzeugenden Funktionen

0



Aus dem Beweis von Satz 2 wissen wir

h N (1)

	

k I 2 k
N)

w k

and Lemma 3 kann angewendet werden mit

f(z) = 2z(M-1)
z-1

	

2z(M-1)
z-1

	

C
z-11

	

1

(M
z-1 _1) 2

	

M z-1 -1

	

n>_1

	

n
J
Mn -1

Wir verwenden wieder die lokalen Entwicklungen (2 .8) and

(z

nL Cz-1~

	

1

n

	

Mn -1 n1

Damit ergibt sich
Res([N ;zlf(z) ;z=1) _

N (log M N)2+2 Y-L+L l ogM N+
L

_ 2

	

( 1)n 1

L •nil n(M n -1)

1 02

( _ 1) n-1
fur u = z-1 -> 0 .

n(M n -1)

2

27L'+L'2+Y 2 +-3n-3 _ 2 y+L' + 55

Nun verwenden wir die lokalen Entwicklungen (2 .9) and

w k ,k*0)

2kni
z-1

	

1 ti

	

log M

	

1

n2!1

	

n

	

Mn-1

	

n l

	

n

	

Mn_1

	

: E k'

Damit erhalten wir

Res([N ;zlf(z) ;z=G) k ) _

2N -l(r(-G)k)+G,k(-r'(-wk)+r(-wk)log N)/

1

	

2kni(log M N+LM )
- I. wkr(-cvk) •( 1+&k)

	

e

mit oM = L'/L = log M (M-1) .

Die Summe der Residuen ergibt nun das asymptotische Aquivalent fur

hN(1) ; die Varianz hN(1)+hN(1)- .(hN(1)) 2 ergibt sich nun durch Kom-

bination mit Satz 2 .

	

o

= NC-1N N (M-1) N-1
N>_2,

	

= = 0,
vN

M
1
-1

,

	

v0

	

V i

sodal (N>_2)

_ 2N(-1) N (M 1)N 1 2N(-1) N (M 1) N 1 ~N-1)

	

1
wN

	

(MN-1
_1) 2 M N-1 -1 n i

	

n

	

M n-1

Damit ist



SATZ 7 . Die Varianz der internen Pfad.lange eines M-wren Digitalen

Suchbaumes aus N Daten mit zufalligen SchlUsseln 1st fur N-+• asymp-

totisch lg eich
2

N( 1 +

	

2-
+

	

1

	

a - p + a [DI (logM N))
6 log 2M

	

log M

mit

a= I-, a= I

	

kl 2
k>_1 MT---,

	

k2:1 (M -1)

and

a[D1(X) = 1

	

k*0 (-r'(-"k)+(1-Y)r(-cjk))e2knix_(a[D](X)121

	

/
9

Beweis . In (2 .3) haben wir bewiesen :

hN(z)

	

kI0 (k+1)(-1)k0sj<k
(1-

M3/
.

hN(1) wurde bereits in Satz 4 behandelt .

Nach kurzer Rechnung ergibt sich

hN(1) = 2 1
(k)

(-1)k-1
Qk-2 - T(k-2)

k>_2
mit

QN

	 Q

Q(M

	

)
wobei

Q(z) = n
j?1

and

T(k) =

	

1
i5j k M 3 -1

Zur asymptotischen Auswertung von hN(1) verwenden wir wieder

Lemma 3 mit

f(z) = -2 •	Q (1)	 • T(z-2),Q(M -z+2 )

wobei

T(z) = a -
j~

	

1

l M z+3 -1

_

	

1

(a k~1 Mk-1

Wir bestimmen zunachst die lokale Entwicklung fur u = z-1 -• 0 :

	1	 _	1	1	
n

Q(M
- u +1 )

	

1-M -u

	

k~1 1-M-u-k '

1 03



Ist nun

an, erhalten wir

sowie

mit L = log M, a =

F(u) - k>1 1-f
	 1

k(u)

so gilt

F' (a)

	

fk(a)
F(a)

	

= k~l 1 - fk(a)

sowie nach kurzer Rechnung

F(a) )

	

CF(a) ) ) 2 + k ~ l i-f ( (a)~l

	

k

Wenden wir das mit

,

fk(u) = M -u-k

F' 0) - _ L •a ,F( O )

	

-

F" 0) = L 2 (a 2 +a+a)
F( )

Demgema(3 ergibt sich fur u+0

	Q( 1 ) 	, 1
Q(M

- u)

Aul3erdem haben wir

	1u ti 1 •
C
1+ 1 L •u +

1-m -

	

L •u
soda6

	Q(1	

Q(M
-u+

	

1-M-u
1

Nun wenden wir

T(u-1) _ -

	

1

	

+ a
M u -1

1 04

fk(a)

+ k~!1 1-f k (a)

k~1 ~1 ' s

	

kz1 (M k l l) 2

- L •a •u + 7 • L 2 • (a 2 +a+p)u 2 .

T7

•

	

u =

/

	

2
Q
(M(U) ti

L 1 u \1+L( -a) u+ L (a2+p+ ~)u2 -

von T(u-1) fur u+0 zu :

+ L 2 u 2)
uns der lokalen Entwicklung

_

	

1

	

ti

	

1

	

1 L u

k l M u+k1 L .u 2

k
+ a - I ~1 + L •

	

M 2kzi M -1

	

k2:1 (Mk -1)

Damit erhalten wir insgesamt

Res([N ;z]f(z) ;z=1) _

2
2NC a - 7 - 7 - 1-2 + L(1-S(1-1)+ ~ ( i-H

N-1 + 7H N-1 + 7 H
N- 1)) '

L (
-

	

1 +a+p u .

Nun schreiten wir zu den lokalen Entwicklungen fur u = z-w k + 0 :



b

	 _ Q(1)	Q(1) 	ti 1

	

L .a.u,

Q(M
u-Qkni/L)

	

Q(M-u )

	 1	 _	1 	ti 1

	

1+ Lu

1-M
-u-2k,rh / L

	

1-M-u

	

L .u

T(z-2) = T(u-1+ 2T~) = T(u-1) ti - ~ + 7

Also ergibt sich

I Res((N ;z)f(z) ;z=c)k)
k*0

_

	

2N~k

k*0

= 2N(log M N-a)3
[D]

(log M N)

Durch Kombination dieser Resultate ergibt sich die Behauptung .

4 . EINIGE NUMERISCHE AUSWERTUNGEN

Wir geben noch einmal eine Ubersichtliche Darstellung der er-

zielten Ergebnisse and analysieren einige der auftretenden Konstanten

genauer .

1 . Erwartungswerte

A E N - logM N

L + .1 + 6 (T] (log M N)

P :
t

-

	

+ Am + d (T) (log M N + AM)

D :
t

+
1

-
L

- a + 6 [D] (log M N),

wobei Y die Eulersche Konstante, L = log M, oM = log M (M-1) and

a = ~ k ist .
k>_1 M 1

Vernachlassigt man die periodischen Fluktuationen, so ergeben

these GroRen fur M-i- jeweils den Wert
I . Wir geben im folgenden die

T
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,

(log N .r(-wk)-r' (-wk)-Lar(-cak))

_ 2N

	

2k7ri log M N

7 k*0
r'(-~, k )e

0

Werte fur M =

M=2

2, . . .,5 an :

M=3 M=4 M=5

T 1,33275 1,02540 0,91637 0,85864

P 0,33275 0,65633 0,70885 0,72000

D -1,71664 -0,56699 -0,22607 -0,06442



2 . Varianzen

Vernachlassigt man die periodischen Fluktuationen, so ergeben

1 06

.Zur numerischen Auswertung von µ bzw . a+R (fur kieine Werte von M)

verwenden wir die folgenden Identitaten, welche in einer nachfolgenden

gemeinsam mit J .SchoiBengeier verfai3ten Note unter Ausnutzung von

Eigenschaften der Dedekindschen n-Funktion [1] hergeleitet werden :

Bezelchnet

sodaB

(-1) k-1
f(x)

	

k 1 k(e kx -1)
,

µ = f(log M),

dann gilt :

f(x) = T - -Z log 2 +

	

f(2x2) fur alle x>0 .

Bezeichne weiters

	 e	
h(x) = kZ1 (e kx -1) 2 '

soda1
a+p = h(log M),

kx

1
N VN ti

2
T : 17 + a [T] (log M N)~f +

6L

P ; 12 + 2 - + a [P] (log M N + DM)µ
6L

2
D : ~ + +

	

- - ,3 + Q [D] (log M N),-' 2

	

a
6L

	

L

wobei
n-1 1

( 1 ) and 3= 2µ= , 1

	

n
n>_1 n(M -1) n>_1 (M -1)

these
Werte

Grofen fur
fur M =

M=2

2, . . .,5

M+ . jeweils
an .

M=3

den Wert

M=4

Wir geben im folgenden die

M=5

T 3,50705 1,44622 0,93926 0,71837

p 1,00000 0,63093 0,50000 0,43068

D 2,84438 1,32532 0,92268 0,73839
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dann gilt :
2

h(x) _ --~ - 1 + 1 - 2n

	

fur alle x>O .
6x

	

2x

	

24

	

x
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