UBER EINIGE FUNKTIONALDIFFERENTIALGLEICHUNGEN
AUS DER ANALYSE VON ALGORITHMEN

P.Kirschenhofer, H.Prodinger und R.F.Tichy

Abstract. In the analysis of algorithms the study of moment generating
functions often leads to functional differential equations. In this
paper a number of different cases are treated in a unique framework
which allows to establish explicit formulae as well as the asymptotic
behaviour of the (factorial) moments.

1. EINLEITUNG

Bei der Analyse von Algorithmen trifft man oft auf folgende Situa-
tion: Die Menge A der zu analysierenden Objekte zerfdllt vermdge einer
"GroBenfunktion” in die Klassen A = t-gAn mit den Anzahlen a .

n=

Wichtige Beispiele sind etwa: An,die Familie der Bindrbdume mit n
Knoten oder An,die Familie der Permutationen von n Elementen. Ein ge-
wisser (ganzzahliger) Parameter der gegebenen Objekte aus A, soll hin-
sichtlich seiner statistischen Eigenschaften zumindest asymptotisch
(fir n+e) untersucht werden. Dazu betrachtet man die Wahrscheinlich-
keiten

L. 1)

wobei Ak die Anzahl der Objekte in An angibt, fir die der betrachtete
Parameter den Wert k annimmt. Zum Beispiel: a ist die Anzahl der
Bindrbdume mit n Knoten und Pfadldnge k oder a ist die Anzahl der
Permutationen von n Elementen mit k Inversionen.

In allen hier betrachteten Fallen erweist sich die folgende Vor-
gangsweise als giinstig:

Wir betrachten die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

(1.2) 6.(2) = kgo Pkl

und versuchen, eine Rekursion fiir die Folge Gn(z) aufzustellen. Dabei
wird die inhaltliche Bedeutung der zumeist rekursiven Algorithmen be-
niitzt.

Im ndchsten Schritt geht man iiber zur doppelt-erzeugenden Funktion
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53] H{zee} = J B (2"

n=0
Oftmals 1dBt sich nun die obige Rekursion durch eine Funktional-
differentialgleichung filir H(z,u) wiedergeben. Einige Beispiele dieser
Art werden im folgenden ndher untersucht.

Sei nun

e

(1.4) B i) = == & (2]
. g M =1

das s-te faktorielle Moment des betrachteten zufdlligen Parameters.

Dann beniitzen wir zur Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der

Bs(n) die Beziehung

(1.5) H(z,u) = } fs(u)(z-l)s/ss,
s=0

wobei

(1.6) fo(u) = ngo Bs(n)un

die erzeugende Funktion der s-ten faktoriellen Momente bezeichnet. Es
sei bemerkt, daB man die gewdhnlichen Momente auf iibliche Weise aus
den faktoriellen Momenten gewinnen kann.

In den folgenden Kapiteln betrachten wir jeweils einen speziellen
Parameter, behalten jedoch stets die eben eingefiihrte Notation bei.

[xn]f(x) bezeichnet den Koeffizienten von x" in der Potenzreihe
£i{x).

2. PFADLANGE IN SUCHBAUMEN

Ein Suchbaum mit n Knoten ist ein bindrer Baum mit n internen
Knoten, die mit den Zahlen 1,...,n markiert sind: vorgegeben ist
dabei eine Permutation = von 1""’"1 der Suchbaum wird dann rekursiv
wie folgt aufgebaut:

die Wurzel ist mit «(1) markiert;

sind die mit =n(1),...,n(j-1) bezeichneten Knoten schon vorhanden,

so wird der mit «(j) bezeichnete Knoten auf folgende Weise ge-

bildet: ist #(j) groBer (bzw. kleiner) als =(l), so wendet man
sich nach rechts (bzw. links) und verfdhrt rekursiv so lange
weiter, bis eine freie Stelle im Baum gefunden wird.



113

Zum Beispiel: x = (i g g) ergibt den Suchbaum

Ein wichtiger Parameter ist die sogenannte interne Pfadldnge, d.h.
die Summe der Abstdnde aller Knoten von der Wurzel. Im obigen Bei-
spiel ist die interne Pfadldnge 7.

Sei ank die Anzahl der Permutationen von l,...,n, sodaB der zu-
gehdrige Suchbaum die interne Pfadldnge k hat. Dann gilt folgende
Rekursion:

n-1
C R (._ ) y AT (nz1)
Pk 1eien V1 1imen-1ak 9°1.1 Tn-j.m

(2-1)

Yok "
Zur Erkldrung betrachte man alle Permutationen mit #«(1)=j. Dann
missen in den zugehdrigen Suchbdumen die Elemente 1,...,j-1 im linken
Teilbaum und die Eléemente j+l,...,n im rechten Teilbaum aufscheinen.
Es gibt (g:i) Méglichkeiten, aus 2,...,n diejenigen j-1 Elemente aus-
zuwdhlen, fir die das Bild unter = in 1,2,...,j-1 liegt. Die Pfad-
ldnge eines Suchbaumes mit n Knoten ergibt sich als Summe der Pfad-
ldngen seiner beiden Teilbdume vermehrt um die Anzahl n-1 ihrer
Knoten.

Aus (2.1) ergibt sich unmittelbar

n-1

z
Blx) = S5, T R u(ePECE

S z) (nz1)
(2.

I
Pt

GO(Z) -

n-1

Multipliziert man (2.2) mit nu und summiert man iiber alle n2l, so

erhdlt man (vgl.[13],p.145)
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also

3% H(z,u) = Hz(z,zu) mit
(2.3} -
H(l,u) = ¥y

Aus dieser Funktionaldifferentialgleichung erhalten wir wegen

fi(zu) = ] fgi)(u)(z-l)i alzi

i20

wobei f(1) die 1-te Ableitung von f bedeutet, fir die Funktion f_(u)
die lineare Differentialgleichung

: 2 .
fs(u) ol fs(u) = h (u) (s=1) mit
" {i5) {15} 1#
(2.4) h(u) = ) e 1 T T
itk tt vl =28, 172 TRTLT 1 2
e A S
kisky*s
fo(u) = i
0 T-u"
Die Losung von (2.4) 1dBRt sich rekursiv aus der Formel
u
| 2
{2.5) fs(u) i, e iy hs(t)(l-t) gt |
(1-u)

gewinnen. Fiir kleine Werte von s 1dBt sich daraus fs(u) unschwer
explizit ermitteln. Zum Beispiel:

fl(u) & il : il mit

(2.6) LTI S o

L{(u) = log T%U s

sodaB wegen der Formel (vgl.[4],p.14)

(2.7) L(u)(l*u)_m-l " ngo(Hn+m-Hm)(n;m)un
1
H = = »m20
(m 15%9’“3 il

der Erwartungswert der internen Pfadldnge

(2.8) Bl(n) = 2(n+1)Hn-4n

betrdgt (vgl.z.B. [13]).

Wir zeigen nun durch Induktion, daB f (u) allgemein die folgende
Bauform besitzt:
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s -1
Zss!Ls(u) A csz siL’s (u)

(2.9) ol (1—u)541 (1-u)S*1

* R 2,s41(U)s

wobei Rp q(u) eine unspezifizierte Linearkombination von Termen der
?

Form i.1(u)-(1-u)'j ist, mit natiirlichen Zahlen i,j, fiir die gilt:
j<q und i beliebig, oder j=q und isp. Fiir die Folge Cg ergibt sich
aus dem Induktionsbeweis eine Rekursionsformel, die spidter behandelt
wird.

Der Fall s=0 ist trivial mit €p=0. Wir nehmen nun an, daB (2.9)
richtig ist fiir alle fj(u) mit 0<j<s-1. Um (2.9) fiir fs(u) zu be-
weisen, beachten wir:

Fiir g(u) = dq!Lp(u)(1--u)'q-1+12p__1 q+l(u) (d eine Konstante),

so erfiillen die Ableitungen

o) = a(ari) P (1-0) 9 hery ).

Damit erhalten wir fir hs(u) aus (2.4)

fk (u)fk (u) qu (u)fk (u)
h_(u)=s! ) 1 +2s) E 1 2 +R (u)=
L £ 7 3tk §-2,5+2
k1+k2-s kli k2! k1+ =S 1 kl! kZ!
kpsko#s
k k.=-1 k k,=-1
=255 ) L A g, & : (u) L 2Lu) s & - (u)
b o ky+ ky ky+1 ky+1 ky ko+1
Sk g £ P (1-u) (1-u) (1-u)
kl,k2$s
ki Ko )
S L u L u
+2°s ! k[_ 1u-(k1+1) (k)+2 . (k2+T * R cin()
Repak g oo (1-u) (1-u)
s s=1 X
- ?f_ﬁégzﬁ (‘s-l)Ls(u)+( 521 S+2k21c;>LS 1(ub +Re o g4p(U)-
-u =

Daraus erhalten wir mit (2.5)

u
s 1 s-1 -l
f (u)= 2°s! § 1 Qs-l)LS(t)+<L§§_li +2kglc;>LS (tD dt+

(1-u)° J (1-¢)%

$.11 8 $=1 8,571
2L 4y *(S £ °¥> 2l {4y (W)

(1—u)s+ T e ) (1—u)s+1

+R5'2:5+1(u)= k=1

woraus sich (2.9) und die Rekursion



s=1
e
(2.10) (8-1)e = (5} + zkzlck y €p=0
ergibt. Durch Subtraktion von
s+1 g
sC Sl e T 3R 1 -
s+l & poqg K
folgt SCoyy © (s—-l)cS - 2cs+s,
und damit
Cs+l Cg 1

Durch Aufsummierung ergibt sich als LOsung von (2.10)

{2.11) cg = s(Hg-2).

Zur asymptotischen Auswertung von B (n) = [u"]fs(u) kénnte man
entweder Taubersche Sdtze verwenden (vgl.z.B.[1],[3]) oder die
explizite Kenntnis der Taylor-Koeffizienten von Funktionen der folgen-
den Art (vgl.[14]):

Brovaitoast L o (1), (P)_y(P)y, ntay,n
(u)+(1-u) DANCIESRERL A MR

{2.12) wobei Pp(sl,...,sp) definiert ist durch'P0=1 und

Po(sys-nnssy) = (-l)pr(-sl,-sz,-ZSB,...,-(p-l)!sp)

wobei Y_ das p-te Bellpolynom ist und H$3)= ¥ o |
p 1<k<m k7
Aus (2.9) und (2.12) ergibt sich
w55, $ A (1) (s)_yls) ﬂ+5
E’s(")-2 sPo(HpisHs oHpssTHg ) g
. s(HS—Z)ZSs!Ps_l(H£+g i), Héisl) R LMy
- O(ns-logs-zn),
denn
(1) (1) {p) akP)y . S ulPs . B g B
Pp(Hn+S Hg ol e He ) = O0(n Hn) O(n«log"n).
Beachtet man
-2
Pp(sl,...,sp) = s? - (g)sg So ¥ -e- s
so ergibt sich
1 s $-2_\_
Boin)=(" P a2 i (H , ~0.) S+2%s1s(H -2) (Hp, o -H )7 140(n>+10g” "n)=
95,5 c Sg.y
2°n [Hn+s Hn+s+s(H 2)Hn+S] + O(n log n)
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=25ns[(1og(n+s)+q«)f‘-25(1og(n+s)+y)s"1]+cJ(n‘c’-'IogS'2

2n).

n)=
=2Sns[1ogsn+s(y-2)1ogsmln}+0(n5-1ogs-

(y die Eulersche Konstante)
Das Ergebnis dieses Kapitels wollen wir im folgenden Satz zusammen-

fassen:

SATZ. Fir das s-te faktorielle Moment Bs(n) der internen Pfadlédnge
von allen bindren Suchbdumen, die aus den Permutationen von 1l,....n

entstehen, gilt die asymptotische Formel
s-1

2

Bs(n)=25ns'logsn - 255(7—2)n310g n O(ns-1ogs_ n),

wobei v = 0,57721... die Eulersche Konstante ist.

3. IN SITU PERMUTATION

Sei = =.<“(%):::"?n)) eine Permutation von 1,...,n; man be-
trachtet das folgende Programmstiick

for jr=1 to n do

{3.1) begin k:=w(j):;
while k>j do
k:i=n(k)
end;

Diese Anweisungen kdnnen verwendet werden um zu iiberpriifen, ob j ein
IykLenfihnen ist (d.h. die kleinste Zahl im Zyklus). Dazu muB man
nach Verlassen der while-Schleife "k=j?" abfragen.

Die Bestimmung des Zyklenfiihrers ist niitzlich, wenn man ein Feld
x[1)]s...,x[n] gemdB der Permutation = umordnen und im wesentlichen
ohne weiteren Speicherbedarf auskommen will (in situ Permutation}.

Fir jeden Zyklus (il""’ik) miissen die Elemente x[ili,...,x[ik] durch

x{n(il)],...,x[n(ik)] ersetzt werden. Falls dies genau dann gemacht

wird, wenn 11 ein Zyklenfiihrer ist, wird dies fiir jeden Zyklus genau
einmal durchgefiihrt. Der vollstindige Algorithmus wurde von Mac Leod
[10] entwickelt und von Knuth [9] analysiert.

Einer der drei interessanten Parameter dieses Algorithmus wird
mit A(w) bezeichnet und gibt an, wie oft die Anweisung "k:=a(k)" aus-
gefiihrt wird. Mit der in dieser Arbeit verwendeten Technik konnen nun
samtliche faktoriellen Momente bestimmt werden, wobei alle Permuta-
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tionen von 1l,...,n als gleichwahrscheinlich angesehen werden. Erwar-
tungswert und Varianz wurden auf andere Weise in [9] berechnet. Wir
fassen uns im folgenden kurz und verweisen fiir eine ausfiihrliche Dar-
stellung auf [6].

Unter Beniitzung der "kanonischen Zyklenschreibweise w=q(1)...q(n)}
wobei die Zyklen nach absteigender GrtoBe der Zyklenfiihrer und jeweils
mit den Zyklenfiihrern beginnend unter Weglassen der Klammern aufge-
fiilhrt werden (vgl.[7],p.176) gilt

(3.2) A(w)=card{(i,j):1=si<jsn,q(i)<q(k) fir alle k mit i<k<j}.

‘Man kann sich iiberlegen, daB A(n) auch als "einseitige Pfadldnge" in
der Terminologie der bindren Suchbdume (vgl.Kapitel 2) gedeutet werden
kann.

Wie in der Einleitung vereinbart, sei a K die Anzahl der Permuta-
tionen = von 1,...,n mit A(n)=k,und an=n1. Fiir die wahrscheinlich-
keitserzeugenden Funktionen ergibt sich die Rekursion (nzl)

-1 .
p N
(3.3) 6, (2) = % j=onGj(z)Gn_1_j(z), Go(2)=1,
sowie die Funktionaldifferentialgleichung

5= H(z,u) = H(z,u)-H(z,zu)
(3.4)

mit H(1,u) = o= -

Wie im 2.Kapitel erhdlt man fir die momenten-erzeugenden Funktionen
(s21)

; -1 2
fs(u)-2(l-u) fs(u)=hs(u), mit

s=-1 s=1

L e
(3.5) h5<u)=iz1(§>fi<u)r;0<sr1)urfgtz_i(u>+(1-u> RAGTEALTE

1 1
Wie vorher gilt daher
u
2

(3.6) £ (u)e —— S h(t)(1-t)%dt.

f 1) 0
Zum Beispiel erhdlt man fir s=1

Liay 1 1

+ s

£ =
L) (1-u)?  (1-u)% 1-u

und daher fiir den Erwartungswert
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(3.7) By(n) = (n+l)H _-2n.

Fiir die momenten-erzeugenden Funktionen kann in Analogie zu (2.9) die
Entwicklung

s-1
SELS(U) o S!S(HS-Z)L (U)

(1-u)5+1 (1~u)5+1 "

(3.8) f_(u)= Ryial corte)

gezeigt werden, woraus sich der folgende Satz ergibt:

SATZ. Fiir das s-te faktorielle Moment Bs(n) des Parameters A(w) aller
Permutationen = der Zahlen 1,...,n gilt die asymptotische Formel

5—1 S-Zn).

Bs(n) = nSIOgSn + s(T-Z)nslog n + O(n51og

4. DIE ANZAHL DER VERGLEICHE IN QUICKSORT

Quicksort ist ein rekursiver Sortieralgorithmus, der eine Permu-
tation » von 1,...,n in einem Schritt zZzu einer Permutation pmo um-
formt, wobei p eine Permutation von 1,...,(m-1) und ¢ eine Permuta-
tion von (m+l),...,n bezeichnet. Die "Teilpermutationen” p,oc werden
nach dem Algorithmus Quicksort in rekursiver Weise weiter behandelt
(vgl.[8]). Fiir die Anzahl C(w) der Vergleiche in Quicksort erhdlt man
die Formel

(4.1) C(w) = C(p)+C(o)+(n+l).

Wie in der Einleitung sei A die Anzahl der Permutationen = mit
C(w)=k und an=n! . Man erhd@lt dann fiir die wahrscheinlichkeitser-
zeugenden Funktionen (n22)

SN+l n-1
(4.2) 6.1z} =¢ jZO Gj(z)°Gn—1~j(z)’ Gy(z)=1,6;(z)=1.
Wir gewinnen die Funktionaldifferentialgleichung
3 e Rt
(4.3) T Hiz.u) = 2" W {z.2%)
dvr.
H(l,l.l) = T:U

\

und mit der Substitution H(z,u) = ZZH(Z,U) die Gleichung

LY "
e = H(z,u) = H¥(z,2u) mit
4.4 n

H(1.u) = 5= .

A\
Also erfiillt H(z,u) die in Kapitel 2 ausfiihrlich behandelte Funk-
tionaldifferentialgleichung. Wir schreiben
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"N N S
Hiz,u) = ] 7 (w) iz ).

s=

mit den in Kapitel 2 behandelten momenten-erzeugenden Funktionen

¥
fs(u). Aus der obigen Substitution ergibt sich

H(z,u)= J fs(u) (Z-l)S . Blz.u} - Hlz,u)

$30 s! 2° (14{z=1])2
-1)1 ~ ~3 44
« 1 ey 2220 7 £5(u) 1§Tll— :
i=0 Jj=0 ¢
und daher
S 4"
(4.5) fo(u) = 1 (5 (s=3+1)1f5(u).
Jz

Die fir die asymptotische Entwicklung relevanten Hauptbeitrige kommen

L P
nur vom Summanden fs(u) in (#.5). Alse gilt:

SATZ. Fiir das s-te faktorielle Moment Bs(n) der Anzahl der Vergleiche
in Quicksort, wobei alle Permutationen von 1,...,n als gleichwahr-

scheinlich angesehen werden, gilt die asymptotische Formel
Sie)

S-zn) Y

5S(n) = anslogsn - ZSS(Y*Z)nS1og n + O(nslog

5. INVERSIONEN

R ; o QR :
Sei eine Permutation = = (“(1)___W(n)) gegeben. Man spricht von

einer Inversion, falls i<j und «(i)>n(j) gilt. Die Anzahl sd@mtlicher
Inversionen von w bezeichnet man mit I(x). Diese GridRe isi bei einer
Reihe von Algorithmen von fundamentaler Bedeutung. Sei also ank die
Anzahl der Permutationen = von 1l,....n mit I(n)=k, sowie an=n! Wir
wollen im folgenden kurz dartun, daB die Methode der friiheren Kapitel
auch geeignet ist, die faktoriellen Momente zu bestimmen. Die Resul-
tate sind nicht neu, vgl.[2],[11],[12]; dort wurde jedoch jeweils
eine andere Vorgangsweise gewdhlt.

Es gilt (was auch leicht zu zeigen ist), vgl.[7]

i 1-zk A 1.6 -1
(5.1) Gn(Z)_kzl k(1-z) = W(I-2) Gn_l(Z).n2 s O(Z)_ s

also

f
ngln(l—z)Gn(z)un = n;1(1-2“)(;“_1(:)

oder
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(5.2) (1-2) 3% H(z,u) = H(z,u) - zH(Z,zu)
H(1,u) = = .

Mit einer analogen Vorgangsweise wie in den vorigen Kapiteln er-

halten wir fiir die momenten-erzeugenden Funktionen (s21)
' 1
{5:3) fs(u) * gl fs(u) = hs(u)
mit
5 £ ! s+1 : :

w al Syveli). d ] sl 00) | ol

U cR LS U 3 a1ecr IR LHS SIMIRCICHIS e

und der Ldsung
u

(5.4) F(u) = ro= s ho(t)(1-t)dt.

0

Man beweist nun durch Induktion, daB
(2s)! cs(25-1)1

-+
45(1—u)25+1 (1—u)2$

(5.5) f (u)2

* Ry w1

wobei die Folge c_ die Rekursion

s
o v s s(l-4s)
(5.6) e T +

2+(2s5-1) 3(2s-1)4

ST Mit cp=0

erfiillt. ;
Setzt man ds=cs-(2§), erhdlt man aus (5.6)

v: 2s-2 L3
ds e ds..]_ i3 3.4s-| ( 3-1)(1 45)’
sodaB

2 1
£5.7) d. = = E (") (3+4¢t).
y 3 O<t<s ET t
Man benilitzt nun die Identitdten
S R t,-1/2
(5.8) P oosm by ® 3 =121 ) =
Betes 4% T gutcs t

et = BTl

bzw. (&@hnlich)
{5.9) 5

O<t<s 4
da allgemein

(5.10) T (-DF() - & e

0<t

|er

(ZE) L 2BES=] (22)

‘ol
0|

ot
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gilt. Damit erhdlt man
(5.11) c, = - -thT (4s5+5).

Die asymptotische Auswertung der Koeffizienten Bs=[un]fs(u) er-
gibt dann nach kurzer Rechnung das folgende Ergebnis.

SATZ. Fiir das s-te faktorielle Moment Bs(n) der Anzahl der Inver-

sionen in einer Permutation von 1,...,n (wobei alle Permutationen

als gleichwahrscheinlich angesehen werden) gilt

Bs(n) ! _% n25 * s{ds~111 n25-1 & O(HZS-Z).
4 944"

6. LINKS-RECHTS-MAXIMA VON PERMUTATIONEN

Sei n = (“(%):::ﬂ?n‘) eine Permutation von 1,...,n. Unter einem
Links-Rechts-Maximum von = versteht man eine Zahl j=n(i), sodaB
n({k)<j fir alle 1<k<i gilt. Es bezeichne a  die Anzahl aller Permu-
tationen von 1,...,n mit genau k Links-Rechts-Maxima und an=n! . Dann
gilt(vgl.[7:p.176]) fiir die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen:

+n-1
(6.1) G, (z) = i—%—- G,_1(2).n21,65(2)=1.
Geht man analog wie in den friiheren Kapiteln vor, erhdlt man die

Differentialgleichung

(6.2) a—ﬁH(Z,U) =TE_UH(Z’U)’ H(].,Ll) =T}_U-

mit der Ldsung

(6.3) H(z,u) = (1-u)”%,
was man natirlich auch direkt aus (6.1) gewinnen kann. Nun ist
3
fs(u) = —EE Hiz,u) o Ls(u).
3z 2=1 l-u

Mit (2.12) ergibt sich daher
NEDTITEY TR S e (s-1y1u(S)
(6.4) ﬁs(n) = (-1) YS( . s Hn »=2H " e (s 1).Hn )
und somit als Ergebnis:
SATZ. Fiir das s-te faktorielle Moment Bs(n) der Anzahl der Links-

Rechts-Maxima in einer Permutation von 1,2,...,n, wobei alle Permu-
tationen von 1,...,n als gleichwahrscheinlich angesehen werden, gilt

Bg(n) = logsn + vs 1095'1n + 0(]095-2n)_
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Es sei bemerkt, daB der Hauptterm der gewdhnlichen s-ten Momente

in [5] studiert wurde.
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